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基于一种新型趋近律的分数阶 Ｄｕｆｆｌｉｎｇ

不确定系统的自适应滑模同步

毛北行
（郑州航空工业管理学院理学院，河南 郑州 ４５００１５）

摘　要：基于一种新型趋近律研究了分数阶不确定Ｄｕｆｆｌｉｎｇ系统的自适应滑模同步控制问题，利用自适应滑模
方法设计了滑模函数和控制器，得到了主从系统取得自适应滑模混沌同步的充分条件。结果表明：选取适当的

控制器以及滑模函数下，主从系统取得滑模混沌同步，给出了严格的推理过程和数学证明，最后仿真算例表明

该方法有效。
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　　Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ曾指出在自然界中存在着大量的分
数维［１－２］，采用分数阶对系统进行建模能更好的揭

示对象的行为和本质。１９９５年，Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ并设计
了第一代分数阶控制器，研究和对比分析表明分数

阶控制器有更好的鲁棒性等优点。分数阶滑模结合

了分数阶微积分和滑模控制的双重优点，成为非线

性控制的重要方法，并在各个领域也得到了广泛应

用［３－９］。文献 ［１０］设计了一类分数阶不确定动

力系统的终端滑模控制问题，文献 ［１１］研究了
一类不确定系统的自适应滑模终端混沌同步控制问

题。本文基于一种新型趋近律研究了分数阶不确定

Ｄｕｆｆｌｉｎｇ系统的自适应滑模同步控制问题，得到了
主从系统取得自适应滑模混沌同步的充分条件。结

果表明：选取适当的控制器以及滑模函数下，主从

系同能取得滑模混沌同步。仿真算例表明该方法有

效。
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１　滑模趋近律的设计

利用新型幂次函数ｆａｌ（ｘ，β，δ）［１２］设计趋近律，
函数定义如下：

ｆａｌ（ｘ，β，δ）＝
ｘβｓｉｇｎ（ｘ），ｘ＞δ
ｘ
δ１－β
，ｘ＜{ δ

（１）

其中β＞０，表示幂次函数的指数，０＜δ＜１，δ为
ｆａｌ（ｘ，β，δ）在原点附近正负对称线段的区间长度，
由定义１可知，当ｘ的绝对值小于设定的δ时，ｘ的
增益δβ－１较大，反之，增益较小。本文设计如下新
型滑模趋近律：

ｓ＝－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋａｒｓｈ（ｓ） （２）
其中ｓ为滑模函数，ε＞０，代表趋近律收敛的速率，
ｋ＞０，ａｒｓｈ（·）为反双曲正弦函数。当 ｓ≤δ（即ｓ
接近于零）时，εｆａｌ（ｓ，β，δ）项可使趋近速度增大，
从而保证系统状态达到滑模面；在原点附近，

ｆａｌ（ｓ，β，δ）可有效减弱控制输入的高频震颤，ａｒｓｈ
（·）项能够让状态以较大速率趋近滑动模态；同

时，ａｒｓｈ（ｓ）可起到平滑和限幅作用，使 ｋａｒｓｈ（ｓ）
不至于太大，以达到降低输入信号的幅值的效果。

２　系统描述与预备知识

定义１　Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义为［１３］

Ｄαｔ０，ｔ＝Ｄ
－（ｎ－ａ）
ｔ０，ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－ａ）∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－α－１ｘ（ｘ）（τ）ｄτ，

ｎ－１＜α＜ｎ∈Ｚ＋

　　考虑分数阶Ｄｕｆｆｌｉｎｇ混沌系统：
Ｄαｔｘ１ ＝－ｘ２，

Ｄαｔｘ２ ＝－ａｘ１－ｂｘ２－ｘ
３
１＋ｃｃｏｓ（ωｔ

{
）

（３）

式中，ａ，ｂ，ｃ均为系统参数，ω表 示余弦函数的
频率幅值。当 ａ＝－１，ｂ＝０２５，ｃ＝０５，α＝
０８７３时出现混沌吸引子。以上述系统作为主系
统，设计从系统为如下系统：

Ｄαｔｙ１ ＝ｙ２

Ｄαｔｙ２ ＝－ａ^ｙ１－ｂ^ｙ２－ｙ
３
１＋ｃｃｏｓ（ωｔ）＋

　　　Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ
{

）

（４）

其中Δｆ（ｙ）为不确定项，ｄ（ｔ）为有界的外部扰动，
ａ^，ｂ^分别为对参数ａ，ｂ的估计值，ｕ为控制器。定义
误差ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ（ｉ＝１，２），则误差系统为

Ｄαｔｅ１ ＝ｅ２

Ｄαｔｅ２ ＝－ａ^ｙ１＋ａｘ１＋ｂｘ２－ｂ^２ｙ２－ｙ
３
１＋

　　　 ｘ３１＋Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ
{

）

（５）

　　假设１　Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＝ｇ（ｔ），ｇ（ｔ） ＜ｌ，ｌ
为正常数。

说明　双曲正弦函数的反函数为

ａｒｓｈ（ｘ）＝ｌｎ（ｘ＋ ｘ２＋１槡 ）

　　引理１　对任意的ｘ均有，函数

ｈ（ｘ）＝ｘｌｎ（ｘ＋ ｘ２＋槡 １）≥０

　　证明　ｈ′（ｘ）＝ｌｎ（ｘ＋ ｘ２＋槡 １）＋ ｘ
ｘ２＋槡 １

以下分情况讨论：ｘ≥０时，ｈ（ｘ）≥０显然成
立。

当ｘ＜０时，

ｈ′（ｘ）＝ｌｎ（ｘ＋ ｘ２＋槡 １）＋ ｘ
ｘ２＋槡 １

＝

ｌｎ １
ｘ２＋槡 １－ｘ

＋ ｘ
ｘ２＋槡 １

由于 ｘ２＋槡 １－ｘ＞１，所以ｌｎ １
ｘ２＋槡 １－ｘ

＜０。而

ｘ
ｘ２＋槡 １

＜０，所以

ｈ′（ｘ）＜０
由函数的单调性不难得到在 （－∞，０］上 ｈ（ｘ）递
减，从而

ｈ（ｘ）＞ｈ（０）＝０
　　引理 ２［１４］ （Ｂａｒｂａｌａｔ引理）　若函数 ｆ（ｔ）在

［０，＋∞）上一致连续，并且广义积分∫
＋∞

０
ｆ（ｔ）ｄｔ存

在，则有

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｆ（ｔ）＝０

３　主要结果
定理１　在假设１下，设计控制器

ｕ（ｔ）＝ｙ３１－ｘ
３
１＋ａｅ１－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋａｒｓｈ（ｓ）

设计适应律 ａ^
·

＝γｙ１ｓ，ｂ^
·

＝γｙ２ｓ，滑模函数 ｓ＝
Ｄα－１ｔ （ｂｅ１＋ｅ２），采用滑模新型趋近律

ｓ· ＝－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋａｒｓｈ（ｓ），则系统 （３）与
（４）是滑模混沌同步的。

证明　在滑模面上运动时，必然满足 ｓ＝０，
ｓ· ＝０，由

ｓ＝Ｄα－１ｔ （ｂｅ１＋ｅ２）＝０
Ｄ１－αｔ Ｄα

－１
ｔ （ｂｅ１＋ｅ２）＝ｂｅ１＋ｅ２ ＝０

由于

Ｄαｔｅ１ ＝ｅ２Ｄαｔｅ１ ＝－ｂｅ１
从而根据分数阶微积分理论，不难得到 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ１（ｔ）

５６
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＝０。ｅ２＝－ｂｅ１ｌｉｍｔ→∞ｅ２（ｔ）＝０，当系统状态不在滑

模面上运动时，构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数 Ｖ（ｔ）＝１２ｓ
２＋

１
２γ
（^ａ－ａ）２＋１２γ

（ｂ^－ｂ）２，上式求导得到：

Ｖ＝ｓｓ＋１
γ
（^ａ－ａ）^ａ

·

＋１
γ
（ｂ^－ｂ）ｂ^

·

＝

ｓＤαｔ（ｂｅ１＋ｅ２）＋ｓ（^ａ－ａ）ｙ１＋ｓ（ｂ^－ｂ）ｙ２ ＝

ｓ［ｂｅ２－ａ^ｙ１＋ａｘ１＋ｂｘ２－ｂ^２ｙ２－ｙ
３
１＋ｘ

３
１＋

　　　Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ）］＋
ｓ（^ａ－ａ）ｙ１＋ｓ（ｂ^－ｂ）ｙ２ ＝

ｓ［ｂｅ２－ｂ（ｙ２－ｘ２）－（ｂ^－ｂ）ｙ２－（^ａ－ａ）ｙ１－
ａ（ｙ１－ｘ１）－ｙ

３
１＋ｘ

３
１＋ｕ＋Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）］＋

ｓ（^ａ－ａ）ｙ１＋ｓ（ｂ^－ｂ）ｙ２ ＝
－εｓ·ｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋｓ·ａｒｓｈ（ｓ）＋ｇ（ｔ）ｓ≤
－εｓ·ｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋｓ·ａｒｓｈ（ｓ）＋ｌｓ＜０

因ε＞０，ｋ＞０，ｓ≠０时，由函数ｆａｌ（ｓ，β，δ）和引理
１不难得到，εｓｆａｌ（ｓ，β，δ）＞０，并且ｋｓａｒｓｈ（ｓ）＞０，
函数ｆａｌ（ｓ，β，δ）对自变量ｓ有显著放大作用，

只要选取适当的ε、ｋ，总能使 Ｖ＜０。而

Ｖ̈＝－εｓ·ｆａｌ（ｓ，β，δ）－εｓｆａｌ（ｓ，β，δ）′
－ｋｓ·ａｒｓｈ（ｓ）－ｋｓａｒｓｈ（ｓ）′＋ｇ（ｔ）·ｓ＋ｇ（ｔ）ｓ

由于 ｓ有界，由趋近律 ｓ＝－εｆａｌ（ｓ，β，δ） －
ｋａｒｓｈ（ｓ）可知 ｓ有界，并且其余个函数均有界，故

Ｖ̈有界，则 Ｖ一致连续，根据 Ｂａｒｂａｌａｔ引理，不难
得到ｔ→∞时，ｓ→０。

作为分数阶Ｄｕｆｆｌｉｎｇ系统的特例，以下考虑整
数阶Ｄｕｆｆｌｉｎｇ混沌系统：

ｘ１ ＝－ｘ２，
ｘ２ ＝－ａｘ１－ｂｘ２－ｘ

３
１＋ｃｃｏｓ（ωｔ

{
）

（６）

　　以上述系统作为主系统，设计从系统为如下系
统：

ｙ１ ＝ｙ２
ｙ２ ＝－ａ^ｙ１－ｂ^ｙ２－ｙ

３
１＋ｃｃｏｓ（ωｔ）＋

　　Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ
{

）

（７）

其中Δｆ（ｙ）为不确定项，ｄ（ｔ）为有界的外部扰动，
ａ^，ｂ^分别为对参数ａ，ｂ的估计值，ｕ为控制器。定义
误差ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ（ｉ＝１，２），则误差系统为：

ｅ１ ＝ｅ２
ｅ２ ＝－ａ^ｙ１＋ａｘ１＋ｂｘ２－ｂ^２ｙ２－

　　ｙ３１＋ｘ
３
１＋Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ

{
）

（８）

　　因此不难将定理１在特殊情形下的结论平推，
得到如下推论：

推论１　在假设１下，设计控制器
ｕ（ｔ）＝ｙ３１－ｘ

３
１＋ａｅ１－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋａｒｓｈ（ｓ）

设计适应律 ａ^
·

＝γｙ１ｓ，ｂ^
·

＝γｙ２ｓ，滑模函数ｓ＝ｂｅ１＋
ｅ２，采用滑模新型趋近律 ｓ＝－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－
ｋａｒｓｈ（ｓ），则系统 （６）与 （７）是滑模混沌同步
的。

证明　在滑模面上运动时，必然满足 ｓ＝０，
ｓ＝０，由ｓ＝ｂｅ１＋ｅ２ ＝０ｅｚ＝－ｂｅ１。由于 ｅ１ ＝
ｅ２ｅ１＝－ｂｅ１，从而根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，不
难得到ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ１（ｔ）＝０，ｅ２＝－ｂｅ１ｌｉｍｔ→∞ｅ２（ｔ）＝０，当

系统状态不在滑模面上运动时，构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数

Ｖ（ｔ）＝１２ｓ
２＋１２γ

（^ａ－ａ）２＋１２γ
（ｂ^－ｂ）２

上式求导得到：

Ｖ＝ｓｓ＋１
γ
（^ａ－ａ）ａ^

·

＋１
γ
（ｂ^－ｂ）ｂ^

·

＝

ｓ（ｂｅ１＋ｅ２）＋ｓ（^ａ－ａ）ｙ１＋ｓ（ｂ^－ｂ）ｙ２ ＝

ｓ［ｂｅ２－ａ^ｙ１＋ａｘ１＋ｂｘ２－ｂ^２ｙ２－ｙ
３
１＋ｘ

３
１＋

Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ）］＋
ｓ（^ａ－ａ）ｙ１＋ｓ（ｂ^－ｂ）ｙ２ ＝

ｓ［ｂｅ２－ｂ（ｙ２－ｘ２）－（ｂ^－ｂ）ｙ２－（^ａ－ａ）ｙ１－
ａ（ｙ１－ｘ１）－ｙ

３
１＋ｘ

３
１＋ｕ＋Δｆ（ｙ）＋ｄ（ｔ）］

＋ｓ（^ａ－ａ）ｙ１＋ｓ（ｂ^－ｂ）ｙ２ ＝
－εｓ·ｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋｓ·ａｒｓｈ（ｓ）＋ｇ（ｔ）ｓ≤
－εｓ·ｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋｓ·ａｒｓｈ（ｓ）＋ｌｓ＜０

以下证明部分同定理１，略。

４　数值仿真
利用龙格库塔法进行数值仿真，系统参数

ａ＝－１，ｂ＝０２５，ｃ＝０５，ω＝１，α＝０８７３
定理１中选取

Δｆ＝－００５ｓｉｎｙ１，ｄ（ｔ）＝０２ｃｏｓｔ，
β＝０５，δ＝００２，γ＝１５，ε＝１５

系统初始值设置为：

（ｘ１（０），ｘ２（０））＝（０１，０２），
（ｙ１（０），ｙ２（０））＝（０５，－０６），

ａ^＝－０８，ｂ^＝０４
ｕ（ｔ）＝ｙ３１－ｘ

３
１＋ａｅ１－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋａｒｓｈ（ｓ）

选取滑模面ｓ（ｔ）＝Ｄα－１ｔ （ｂｅ１＋ｅ２），采用滑模新型
趋近律 ｓ＝－εｆａｌ（ｓ，β，δ）－ｋａｒｓｈ（ｓ），该趋近律收
敛速度较快，其系统误差曲线如图１所示。

５　结　论
文中基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和分数阶微积

６６
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图１　定理１中系统的误差曲线
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｏｒｅｍ１

分利用自适应滑模方法研究了分数阶 Ｄｕｆｆｌｉｎｇ系统
的一种新型趋近律的自适应滑模同步问题，研究表

明：设计适当的滑模函数和控制器可以实现主从系

统滑模混沌同步。同时，仿真算例也表明了方法的

有效性
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